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INÉGALITÉ DE SOBOLEV ET VOLUME ASYMPTOTIQUE
GILLES CARRON
Résumé. En 1999, M. Ledoux a démontré qu’une variété complète à courbure
de Ricci positive ou nulle qui vérifiait une inégalité de Sobolev euclidienne était
euclidienne. On présente un raccourci de la preuve. De plus ces arguments
permettent un raffinement d’un résultat de B-L. Chen et X-P. Zhu à propos
des variétés localement conformément plate à courbure de Ricci positive ou
nulle. Enfin, on étudie ce qui se passe lorsque l’hypothèse sur la courbure de
Ricci est remplacée par une hypothèse sur la courbure scalaire.
1. Introduction
L’objectif de cette note est d’abord de présenter une légère simplification de la
preuve d’un très joli résultat de M. Ledoux ([10]). Pour présenter ce résultat, nous
introduisons les meilleurs constantes K(n, p) (p ∈ [1, n[) de l’inégalité de Sobolev
euclidienne :
(1.1) ∀f ∈ C∞0 (R
n) , ‖f‖ppn
n−p
≤ K(n, p)p ‖df‖pp ;
c’est à dire




‖ f ‖ pn
n−p
Grâce aux travaux de G.Talenti et T. Aubin ([3], [18]), on connaît la valeur de






, avec q =
p
p− 1
réalisent l’égalité dans l’inégalité de Sobolev euclidienne (1.1). Le résultat de M.
Ledoux est le suivant
Théorème 1.1. Soit (Mn, g) une variété riemannienne complète à courbure de
Ricci positive ou nulle. Si pour un p ∈ [1, n[ celle ci vérifie l’inégalité de Sobolev :




≤ K(n, p)p ‖df‖pp
alors (Mn, g) est isométrique à l’espace euclidien Rn.
Un raisonnement basé sur le caractère infinitésimallement euclidien de la géomé-
trie riemannienne montre facilement que si une variété riemannienne (Mn, g) vérifie
l’inégalité de Sobolev





Date: 29 juillet 2011.
1991 Mathematics Subject Classification. Primary 53C21 ; Secondary 46E35.




A ≥ K(n, p) .
On sait de plus qu’une telle inégalité de Sobolev (1.2) implique en toute généra-
lité une croissance euclidienne pour le volume des boules géodésiques ([2], [6] ,[15,
theorem 3.1.5]) :





Lorsque la courbure de Ricci de la métrique g est positive ou nulle, le théorème
de comparaison de Bishop-Gromov nous apprend que le quotient
volB(o, r)
rn






le volume asymptotique de (Mn, g). On a donc ν∞ ≤ ωn où ωn est le volume de
la boule euclidienne de rayon 1. De plus l’égalité ν∞ = ωn implique que la variété
(Mn, g) est isométrique à l’espace euclidien Rn.
Le but de la preuve de M. Ledoux consiste à démontrer que l’hypothèse de
positivité de la courbure de Ricci et l’inégalité de Sobolev




≤ K(n, p)p ‖df‖pp
implique que ν∞ ≥ ωn . Ceci se fait par l’étude d’une inéquation différentielle
impliquée par l’inégalité de Sobolev.
La preuve fournie par M. Ledoux a été reprise par de nombreux auteurs et pour
différentes inégalités de type Sobolev pour démontrer que si la constante A de
l’inégalité de Sobolev (1.2) est presque euclidienne et si la courbure de Ricci est
positive ou nulle alors le volume asymptotique est presque maximal et donc d’après
un résultat de T. Colding la variété est difféomorphe à Rn ( [1], [5], [14], [1], [21],
[22], [23]). Dans un papier récent S. Pigola et G. Veronelli ([13]) utilise une autre
méthode basée sur des théorèmes de comparaison pour le laplacien.
Ici, on va démontrer le résultat suivant
Théorème A. Soit (Mn, g) une variété Riemannienne complète qui vérifie l’in-
égalité de Sobolev :





















INÉGALITÉ DE SOBOLEV ET VOLUME ASYMPTOTIQUE 3
Remarquons que la preuve de M. Ledoux pourrait être adaptée pour démontrer
ce résultat ; cf. la preuve de [1, theorem 3.3]. De plus, il sera évident que ce résultat
et sa preuve peuvent être généralisé à beaucoup d’autres inégalités de type Sobolev
(voir par exemple [5],[22],[23]).
Pour les variétés à courbure de Ricci presque positive, on sait que ce quotient a
une limite. C’est à dire on suppose que pour un point o ∈M on a la minoration :
Riccig ≥ −(n− 1)G(d(o, . ))g




G(t)dt < +∞ .
Les théorèmes de comparaison montrent que si h est la fonction solution du pro-
blème de Cauchy









est une fonction décroissante. De plus la fonction h est convexe, le quotient h(r)/r





alors 1 + b ≤ α ≤ eb .














Ainsi, notre théorème A permet de retrouver des résultats récents de S. Pigola et
G. Veronelli ([13]) et de L. Adriano et C. Xia ([1]).
Par ailleurs, notre preuve nous permettra également de re-démontrer un résultat
de rigidité de B-L. Chen et X-P. Zhu ([8])
Théorème 1.2. Soit (Mn, g) une variété riemannienne complète non compacte







Scalg dvolg = 0
alors (Mn, g) est isométrique à l’espace euclidien Rn.
En fait nous démontrerons un petit raffinement de ce résultat à savoir :
Théorème B. Soit (Mn, g) une variété riemannienne complète non compacte lo-
calement conformément plate à courbure de Ricci positive ou nulle alors soit la


















Enfin, on remarque qu’une variété riemannienne (Mn, g) complète à courbure
scalaire positive ou nulle vérifiant l’inégalité de Sobolev optimale :







vérifie aussi l’inégalité suivante














Ainsi l’invariant de Yamabe de la métrique g est égale à celui de la sphère ronde :











Grâce au travaux de T.Aubin et R. Schoen ([4], [16]), on sait que pour une variété
compacte (Mn, g) non conformément équivalente à la sphère ronde on a
Y ([g]) < Y (Sn) .
Ce résultat est fondamental pour trouver une métrique conforme à courbure sca-
laire constante et il permet de conclure le programme initié par H.Yamabe et N.
Trudinger ([24],[19]). Ainsi une généralisation du résultat de M. Ledoux serait de
déterminer les variétés riemanniennes complètes à courbure scalaire positive ou
nulle dont l’invariant de Yamabe est égale à celui de la sphère ronde. On remarque
qu’il y a de nombreux exemples de telles variétés, en effet selon [17, Prop 2.2], nous
avons
Proposition 1.3. Soit (Mn, g) une variété riemannienne complète telle qu’il existe
une immersion conforme
Φ: (M, g)→ (Sn, can)
alors
Y ([g]) = Y (Sn) .
Le résultat spectaculaire de l’article de R.Schoen et S-T.Yau est qui si de plus
la courbure scalaire est positive ou nulle alors (dans la plupart des cas) une telle
immersion est injective. Notre résultat est le suivant :
Théorème C. Soit (M, g) une variété riemannienne complète non compacte à
courbure scalaire positive :
Scalg ≥ 0
et dont l’invariant de Yamabe est celui de la sphère ronde
Y ([g]) = Y (Sn) .
Supposons l’une des hypothèses suivantes vérifiées :
i) n = dimM ≥ 6,
ii) M est spin 1,
iii) Mn est localement conformément plate de dimension n 6= 5.
alors (M, g) est conformément équivalente à un ouvert Ω ⊂ Sn telle que
dimH(S
n \Ω) ≤ (n− 2)/2.
1. Par exemple si M est orienté et si n = 3.
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La preuve de ce théorème est basée sur l’analyse de Schoen-Yau et sur une
adaptation pour les variétés complètes de la preuve du résultat de Aubin et Schoen,
en particulier on utilisera une nouvelle fonction test qui est inspirée de l’analyse
faite par R. Schoen. Il faut ici remarquer que si le théorème de la masse positive
généralisée est vraie (cf. le discours de R. Schoen et S-T. Yau pour énoncer [17,
prop 4.4’]) alors la conclusion est toujours vraie sans les hypothèses i) ou ii) ou iii).
Remerciements. Je remercie V. Minerbe pour ses commentaires avisés et je suis
aussi partiellement financé par le projet ACG : ANR-10-BLAN 0105
2. Preuve du théorème A :
Le cas p = 1 est relativement aisé car l’inégalité de Sobolev
∀f ∈ C∞0 (M) ‖f‖ nn−1 ≤ A ‖df‖1
est équivalente à l’inégalité isopérimétrique
∀Ω ⊂M, A vol(∂Ω) ≥ vol(Ω)
n−1
n




























































































































































p = ν∞Bn,p .
Ainsi l’inégalité de Sobolev :





implique avec les égalités (2.1) et (2.2) :
(ν∞)
1− p
n An,p ≤ A
pν∞Bn,p















3. Preuve du théorème B :
On va maintenant démontrer le théorème B. Pour cela on se sert de la classi-
fication des variétés localement conformément plates à courbure de Ricci positive
ou nulle obtenue dans ([7]). Cette classification implique qu’une telle variété, si elle
n’est pas compacte, est
– soit plate,
– soit isométrique à un quotient du produit R× Sn−1
– soit globalement conformément équivalente à Rn.
Dans le deuxième cas, le volume asymptotique est nulle et la limite du terme de
gauche est l’infini donc l’inégalité est bien valide. Il faut donc traiter le cas où
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Dans ce cas, l’invariance conforme de l’invariant de Yamabe fournit l’inégalité de
type Sobolev :



























n An,2 ≤ K(n, 2)
2 (ν∞Bn,2 + I) ,
où









Or, en introduisant la mesure de Stieljes dS(r) où S(r) =
∫
B(o,r)

































































































Pour finir on compare les deux constantes Cn et Bn,2. Rappelons que




























4. Preuve du théorème C
La preuve de ce résultat se déroule avec les mêmes arguments que la preuve du
résultat sus mentionné de T.Aubin et R.Schoen avec quelques modifications dues
à la non compacité de la variété. On veut implémenter dans l’inégalité de Sobolev-
Yamabe :



















une bonne fonction test qui nous permettra de se ramener au résultat de Schoen-
Yau.
4.1. Estimées préliminaires. Le point de départ est que cette inégalité de So-
bolev (4.1) assure l’existence d’un noyau de Green minimal positif , noté G(x, y) =
Gx(y), pour l’opérateur de Yamabe :









De plus si x est un point de M et O un voisinage compact de x alors on sait que

















On sait aussi que l’inégalité de Sobolev (4.1) implique une estimée gaussienne
sur le noyau de la chaleur de L : il y a une constante Cn telle que
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Notons Ω := {y ∈ M,Gx(y) < t}, c’est le complémentaire d’un voisinage com-


























an Scalg Gx dvolg




comprendre au sens des distributions. On applique alors l’inégalité de Sobolev (4.1)
à la fonction min(Gx, t) pour obtenir
t2 vol{Gx > t}
1− 2







≤ K(n, 2)2 t .
Ce qui permet d’obtenir l’estimation suivante
(4.3) vol{Gx > t} ≤ Ct
− n
n−2 .
On remarque maintenant que l’invariance conforme du noyau de Green fait que
ces estimées sont encore valides pour une déformation conforme à support compact
de g.
4.2. Une bonne fonction test.
4.2.1. Implémentation. On fixe maintenant x ∈ M et suivant [11, thm. 5.1], on
modifie conformément g dans un voisinage compact de x pour obtenir une métrique
g¯ = evg
où v(x) = 1, v est à support dans un voisinage compact de x et en x toutes les
dérivées covariantes symétriques du tenseur de Ricci de g¯ sont nulles jusqu’à l’ordre
N (N étant choisi assez grand). Ceci implique qu’en coordonnées normales autour








où dσ est la mesure de Lebesgue de la sphère unité dans l’espace tangent (TxM, g¯x =
gx).
Dans ce cas on sait aussi que




où |W |(x) est la norme du tenseur de Weyl de g en x (c’est aussi la norme du
tenseur de Weyl de g¯ en x). Tous les calculs de cette sous-section (4.2) seront fait
pour la métrique g¯.



















où on le rappelle Gx est la fonction de Green conforme pour la métrique g¯ avec
pôle en x. L’estimée (4.3) assure que le volume des sous-lignes de niveau de r croit
au maximum de façon euclidienne :
vol{r ≤ R} ≤ CRn.
Ainsi on a fλ ∈ L
2n
















Ensuite on calcule comme précédemment :∫
M
|dfλ|







































































αn (λ2 + r2)
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où comme précédemment nous avons utilisé la mesure de Stieljes dv(τ). Au final il








dvolg¯ = ωnBn,2 − J(λ)
où














Remarquons qu’il est facile de justifier nos calculs en les effectuant d’abord pour
la fonction de Green conforme avec pôle en x et condition de Dirichlet sur le bord
d’une grande boule géodésique B(x,R) et en faisant ensuite tendre R vers l’infini.












et donc les quantités ci dessus sont bien finies.
4.2.2. Asymptotiques. Pour pouvoir faire un développement asymptotique des quan-





=: I(λ) lorsque λ tend vers 0, nous devons utiliser l’allure du
noyau de Green près de x. Celui-ci se trouve dans l’article de Lee-Parker ([11, lem.
6.4]
Proposition 4.1. En utilisant les coordonnées normales v = (v1, . . . , vn) et s =√∑
j v
2
j de g¯, on a :
















|W |2(x) log s+O(1)
)

















À partir de cette proposition, nous pouvons en déduire un développement asymp-
totique des fonctions I et J .
Le plus simple est la fonction J en tenant compte du fait que∫
{s=R}
Scalg¯ dσ = −
R2
2n
σn−1 (∆g¯ Scalg¯) (x) +O(R
3)
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on obtient facilement :













De plus si la métrique g est localement conformément plate au voisinage de x,
alors on peut supposer que la métrique g¯ est plate au voisinage de x et dans ce cas
on a





Concernant la fonction I on obtient :


































iii) Si n ≥ 7 alors



























4.3. Discussion finale. De ces développements asymptotiques, on en déduit que
si la dimension de M égale à 6 alors W (x) = 0. Ceci étant vrai pour tout x, on en
déduit que la métrique g est localement conformément plate.





K(n, 2)2 (ωnBn,2 − J(λ)) .
Puisque





où les constantes An et cn sont tirées de (4.8) on obtient
I(λ)1−
2














De plus on sait que
K(n, 2)2 = σ−2/nn
4
n(n− 2)
et que A1−2/nn = K(n, 2)
2ωnBn,2.
De la même façon, on écrit
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n > K(n, 2)
2bn .
Et on en déduit que la variété est localement conformément plate.
On en déduit que n ∈ {3, 4, 5} ou que g est localement conformément plate. Dans
tous les cas (avec 4.6 ou 4.7), on obtient alors que le terme de masse m apparaissant
dans le développement asymptotique du noyau de Green est forcément négatif ou
nul.
Lorsque n ≥ 7 et que g est localement conformément plate, le fait que la courbure
scalaire de g soit positive ou nulle, implique d’après [17] que l’on a conclusion
du théorème. En effet, Schoen et Yau montre d’abord que dans ces dimensions,
l’application développement de la structure localement conformément plate réalise
un difféomorphisme conforme du revêtement universel de M vers un ouvert de la
sphère [17, Prop. 3.3 iii)]. D’après la seconde partie de l’argumentation de Schoen
et Yau ceci implique que la masse est positive ou nulle en tout point et qu’elle est
nulle si et seulement si M est égale à son revêtement universel [17, Prop. 4.4].
Les autres cas découlent du théorème de masse positive généralisée et de l’adap-
tation des raisonnements de E.Witten et de P. Jammes à notre cadre ([20], [12],
[9]).
Nous expliquons comment démontrer que la masse en x est positive ou nulle
lorsque M est une variété spin que n ∈ {3, 4, 5} ou que (Mn, g) est localement
conformément plate. Une adaptation de l’argument présenté ici et l’argument de P.
Jammes permettra de démontrer que si n est pair et si g est localement conformé-
ment plat alors la masse est positive ou nulle.
On fixe donc x et pour ε > 0 on considère la métrique
ĝε =
(




c’est une métrique complète sur M \ {x} à courbure scalaire positive ou nulle et
avec un bout asymptotiquement euclidien. Cette métrique étant conforme à g, elle
vérifie aussi l’inégalité de Yamabe-Sobolev (4.1). De plus la métrique ĝε admet dans












On note Σ le fibré des spineurs sur (M \ {x}, ĝε) et on introduit l’espace de Hilbert
H10 (M \ {x},Σ) obtenu en complétant l’espace C
∞
















où on travaille avec la métrique ĝε.
Il est facile de voir que l’inégalité de Sobolev (4.1) implique que
σ ∈ H10 (M \ {x},Σ)⇒ ∇σ ∈ L
2 et σ ∈ L
2n
n−2
De plus un argument facile basé sur des fonctions de coupure bien choisi permet de
démontrer que si
/Dσ ∈ L2 et σ ∈ L2 ⇒ σ ∈ H10 (M \ {x},Σ).
Si σ est un spineurs parallèle de norme 1 sur l’espace euclidien, on en déduit par
transplantation un spineur σ˜ sur M \ {x} à support dans un voisinage de x qui est
asymptotiquement parallèle. En cherchant le minima de la fonctionnelle définie sur
















On en déduit que /Dξ ∈ H10 (M \ {x},Σ) ainsi le spineur défini par
σ̂ = σ˜ − /Dξ
est harmonique
/Dσ̂ = 0
et de plus ∇σ̂ ∈ L2, car ∇σ˜ ∈ L2 et /D( /Dξ) et /Dξ sont dans L2 donc ∇ /Dξ ∈ L2.
Le fait que (M \{x}, ĝε) soit complet permet de justifier l’intégration par parties














Ainsi pour tout ε > 0, on a m+ ε ≥ 0 donc la masse est positive ou nulle. Dans
le cadre du théorème C, on sait alors que la masse est nulle. Alors les métriques




n−2 g étant conformément équivalente, en utilisant l’invariance
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Où toutes les quantités sont calculées par rapport à la métrique non complète ĝ0.
On en déduit que le spineur σ̂ est parallèle. On en déduit que le fibré des spineurs
de (M \ {x}, ĝ0) est trivialisé par une base de spineurs parallèle. On en déduit donc
que la métrique (M \{x}, ĝ0) est plate sans holonomie. On peut alors conclure avec
les arguments de Schoen et Yau.
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